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Resumo 


AZONNAHIN, A. Dinâmica de Aplicações Cohomologicamente Expansíveis. 

2019. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São 
Paulo, 2019. 

Consideremos / : X — > X uma Aplicação Cohomologicamente Expansível 1 de uma variedade 
Kâhleriana complexa conexa e compacta com dimc(X) = k > 1. Queremos estudar a dinâmica de 
tal aplicação de um ponto de vista probabilístico, ou seja, vamos tentar descrever o comportamento 
assintótico da órbita Of(x) = {f n (x),n 6 N ou Z} de um ponto genérico. Para isso, usando os 
métodos pluripotenciais, vamos construir uma medida de probabilidade canônica invariante natural 
Hf de entropia máxima tal que A“2 x (/ n )*@ —t df para cada medida de probabilidade suave 0 em 

X com Afc := limsup n _>oo{||(/ n )*ll'*} ° número de pré-imagens de um ponto genérico de X por 

/. Depois vamos estudar as principais propriedades estocásticas de fif e mostrar, se possível, que 
Hf é uma medida de equilíbrio, suave, hiperbólica, ergódica, mixing, K-mixing, exponencial-mixing, 
moderada e a única medida de entropia máxima, absolutamente contínua em relação à medida de 
LEBESGUE e à medida de HAUSDORFF sob determinadas hipóteses. Por outro lado, vamos in¬ 
troduzir o conceito de Medida Perfeita e K-Perfeita e mostrar de fato que Hf é K-Perfeita. Também 
vamos nos interessar por problemas de equidistribuição e mostrar em particular que h f reflete uma 
propriedade de equidistribuição dos pontos periódicos. Finalmente vamos estudar os invariantes 
numéricos e mostrar a maximalidade da entropia, a inexistência de expoentes de Lyapunov negati¬ 
vos ou nulos sob determinadas hipóteses e tentar encontrar boas estimativas para a dimensão de Hf- 

Palavras-chave: Dinâmica Complexa, Aplicação Cohomologicamente Expansível, Grau Topoló- 
gico, Medida Invariante Natural K-Perfeita , Equidistribuição . 


1 cf Definição fundamental mais adiante. 
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Abstract 


AZONNAHIN, A. Dynamics of Cohomological Expanding Mappings. 2019. Tese (Doutorado) 
- Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2019. 

Let / : X — > X be a Cohomological Expanding Mapping of a complex compact connec- 
ted Káhler manifold with dimc(X) = k > 1. We want to study the dynamics of such map¬ 
ping from a probabilistic point of view, that is, we will try to describe the asymptotic behavior 
of the orbit Of(x) = {f n (x),n G N or Z} of a generic point. To do this, using pluripoten- 
tial methods, we will construct a natural invariant canonical probability measure of maximum 
entropy Hf such that A“2x(/ n )*© —> fif for each smooth probability measure 0 in X with 

Àfc := limsup n _^oo{ll(/ n )*ll"} the number of pre-images of a generic point of X per /. Then 

we will study the main stochastic properties of Hf and show, if possible, that fif is a measure of 
equilibrium, smooth, hyperbolic, ergodic, mixing, K -mixing, exponential-mixing, moderate and the 
only measure of maximum entropy, absolutely continuous with respect to the LEBESGUE measure 
and to the HAUSDORFF measure under certain hypotheses. On the other hand, we will introduce 
the concept of Perfect and K-Perfect Measure and indeed show that fj,f is K-Perfect. We will also 
be interested in equidistribution problems and show in particular that jif reflects a property of 
equidistribution of periodic points. Finally we will study the numerical invariants and show the 
maximality of the entropy, the inexistence of negative or zero Lyapunov exponents under certain 
hypotheses and try to hnd good estimates for the dimension of fif . 

Keywords: Complex Dynamics, Cohomological Expanding Mapping , Topological Degree , Natural 
Invariant K-Perfect Measure, Equidistribution. 
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Capítulo 1 

Introdução 


A Dinâmica Complexa Unidimensional , isto é, a Dinâmica dos Mapas Racionais em P 1 , está 
bem desenvolvida e atingiu de alguma forma a sua maturidade ([119], [118]). Suas principais ferra¬ 
mentas são o Teorema de Montei em Famílias Normais, o Teorema de Mapeamento Mensurável de 
Riemann e a Teoria dos Mapas Quase-Conformes, confira por exemplo Beardon, Carleson-Gamelin 
[123] [47] . Para lidarmos com mapas em várias variáveis, tais ferramentas não são mais válidas: a 
hiperbolicidade de uma variedade de Kobayashi e a possibilidade de aplicar argumentos de famílias 
normais são mais difíceis de serem verificadas. Os mapas holomorfos em várias variáveis não são 
conformes e também o teorema de mapeamento mensurável de Riemann não se aplica. 

A teoria em Dimensão Superior é desenvolvida usando principalmente a Teoria Pluripotencial, 
ou seja, a Teoria das Funções Plurisubharmônicas (p.s.h. para abreviar) e também a Teoria das 
Correntes Fechadas Positivas. A propriedade de compacidade de Montei é substituída pelas pro¬ 
priedades de compacidade de funções p.s.h ou quase-p.s.h . Outra ferramenta crucial é o uso de 
boas estimativas para a equação dd c em vários cenários. Uma das principais ideias é: para estu¬ 
dar o comportamento estatístico das órbitas de um mapa holomorfo, consideramos sua ação em 
alguns espaços funcionais apropriados. Decomponhamos então a ação na parte “harmônica” e na 
“não-harmônica”. Isso é feito resolvendo uma equação dd c com estimativas. A parte não harmônica 
da ação dinâmica pode ser controlada graças as boas estimativas para as soluções de uma equação 
dd c . A parte harmônica pode ser tratada usando a desigualdade de Harnack no cenário local ou a 
ação linear de mapas em grupos de cohomologia no caso de dinâmica em variedades compactas de 
Káhler. Esta abordagem ,por exemplo, permitiu dar uma teoria satisfatória para as propriedades 
ergódicas dos sistemas dinâmicos holomorfos e meromorfos: a construção da medida de entropia 
máxima, o decaimento das correlações, o teorema do limite central, o teorema dos grandes desvios, 
etc., em relação à essa medida. 

Para usarmos os métodos pluripotenciais, vamos ser levados a desenvolver o cálculo em correntes 
fechadas positivas. 

O principal problema no estudo dinâmico de um mapa é entender o comportamento das órbitas 
dos pontos sob a ação desse mapa. Exemplos simples mostram que, em geral, há um conjunto 
(Conjunto de Julia) onde a dinâmica é instável: as órbitas devem divergir exponencialmente. Além 
disso, a geometria do conjunto de Julia é em geral muito selvagem. 
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Figura 1.1: Exemplo de Conjunto de Julia 


Para estudarmos os sistemas dinâmicos complexos, vamos seguir os conceitos clássicos. Vamos 
introduzir e estabelecer propriedades básicas de alguns invariantes associados ao sistema, como a 
entropia topológica e os graus dinâmicos que são os análogos dos indicadores de crescimento de vo¬ 
lume no cenário dinâmico real. Esses invariantes vão dar uma classificação aproximada do sistema. 
O fato notável em dinâmica complexa é que eles podem ser calculados ou estimados em muitas 
situações não triviais. 

Uma questão central em dinâmica é a construção de medidas invariantes interessantes, em par¬ 
ticular medidas com entropia positiva. A entropia métrica é um indicador da complexidade do 
sistema em relação a uma medida invariante. Nós vamos focar uma parte do nosso estudo na me¬ 
dida de entropia máxima. Seu suporte é, em certo sentido, a parte mais caótica do sistema. Para 
os mapas que consideramos aqui, medidas de entropia máxima vão ser construídas usando métodos 
pluripotenciais e outras ferramentas quando necessário. Para endomorfismos em F k , elas podem ser 
obtidas como auto-interseções de algumas (1,1)- correntes fechadas positivas invariantes (correntes 
de Green). Vamos dar algumas estimativas sobre a dimensão de Hausdorff e sobre os expoentes de 
Lyapunov dessas medidas. Os resultados vão mostrar o comportamento na parte mais caótica do 
sistema. Os expoentes de Lyapounov vão provavelmente ser mostrados como estritamente positi¬ 
vos. Isso significará, em certo sentido, que o sistema é expansivo em todas as direções, apesar da 
existência de um conjunto crítico. 

Uma vez que a medida de entropia máxima é construída, vamos estudar suas propriedades dinâ¬ 
micas finas. As órbitas típicas podem ser observadas usando funções de teste. Sob a ação do mapa, 
cada observável fornece uma seqüência de funções que podem ser vistas como variáveis aleatórias 
dependentes. O objetivo é mostrar que a dependência é fraca e então estabelecer propriedades esto- 
cásticas que são conhecidas para as variáveis aleatórias independentes na teoria da probabilidade. 
Mixing, decaimento de correlações, teorema do limite central, teoremas de grandes desvios, etc. , 
vão ser provados para a medida de entropia máxima. E crucial aqui que as correntes de Green e as 
medidas de entropia máxima sejam obtidas usando um processo iterativo com estimativas; podemos 
então vincular a velocidade da convergência. 

Outro problema, considerado nesta Tese, é a equidistribuição de pontos periódicos ou de pré- 
imagens de pontos, no que diz respeito à medida de entropia máxima e também a equidistribuição 
de variedades em relação às correntes de Green. Os resultados nessa direção podem fornecer algu- 
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mas informações sobre a rigidez do sistema e também algumas propriedades ergódicas fortes que 
a medida de entropia máxima ou as correntes de Green satisfazem. Os resultados podem ser se¬ 
melhantes aos do segundo teorema na teoria de distribuição de valores e devem ser úteis afim de 
estudar os análogos aritméticos . Vamos dar provas completas para a maioria dos resultados, mas 
os resultados da equidistribuição de hipersuperfícies vão provavelmente usar super-potenciais, em 
particular, a equidistribuição de subvariedades de maior codimensão. 


1.1 Considerações Preliminares 

[11] [12] 

Seja X uma variedade Káhleriana complexa conexa e compacta com dimc(X) = k > 1 e 
/ : X — > X uma Aplicação Coliomologicamente Expansível 1 . Queremos estudar a dinâmica da 
aplicação / , ou seja, descrever estatisticamente o comportamento das órbitas Of(x ) = {f n (x),n C 
N ou Z} . Para isso, é preciso responder tanto para as questões (aparentemente) elementares: 

• existem pontos periódicos? quantos? de que tipo ? 

• como eles são distribuídos no espaço? 

quanto para questões mais delicadas da Teoria Ergódica: 

• qual é a complexidade (entropia topológica) do sistema (f,X) ? 

• existe uma (única?) medida de entropia máxima? 

• quais são as suas propriedades ergódicas (ergodicidade, mixing, hiperbolicidade, ...)? 

Quando X é uma superfície de Riemann, a resposta a estas questões depende apenas do grau 
topológico deg(f) do mapa /: quando deg(f) = 1 , a dinâmica é fraca e é calculada manualmente. 
Quando deg(f) > 2, tem o seguinte resultado (adaptado) devido a H.Brolin [76] (caso polinomial) 
e M.Lyubich [134] (veja também [6]): 


Teorema A. Se dimc(X) = 1 e deg(f) > 2, então existe uma medida de probabilidade invariante 
canônica gf que satisfaz : 

• fif é a única medida de entropia máxima 

h t op(f) = Vf(/) = lo § de 9Íf) > 0 


• gj é mixing, de expoente de Lyapunov 

x(m/) > ^log deg(f) > 0 


• Existem ( deg(f)) n + 1 pontos periódicos de ordem n. Todos - exceto um número finito - são 
repulsivos e equidistribuídos de acordo com a medida gj . 


1 cf Definição fundamental mais adiante. 
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O propósito desta Tese é estabelecer um resultado similar ao Teorema A quando X é de di¬ 
mensão k > 2 : procuramos por uma condição numérica que garanta a existência de uma medida 
canônica dinamicamente interessante . 

No fim do século XX , E.Bedford, J.E.Fornaess, J.H.Hubbard , M.Lyubich, N.Sibony e J.Smillie 
construíram e estudaram tal medida fif para duas famílias particulares (mas decisivas) de trans¬ 
formações: as aplicações de Hénon complexas (i.e. os automorfismos polinomiais de C 2 de entropia 
positiva), e os endomorfismos holomorfos do espaço projetivo complexo P fe . As dinâmicas corres¬ 
pondentes são muito diferentes: no primeiro caso, os pontos periódicos selas são equidistribuídos 
de acordo com fj,f, enquanto que no segundo caso, são os pontos repulsores que desempenham um 
papel decisivo ( um resultado mais recente de J.Y.Briend e J.Duval [98], [99]). 

Esta diferença é parcialmente explicada pelos respectivos valores dos graus dinâmicos dessas 
aplicações. 

Graus dinâmicos. Seja / : P fc —> P^’ uma transformação racional do espaço projetivo com¬ 
plexo P fe . Definimos, para 0 < j < k, o j-ésimo grau dinâmico de f por : 


A j(f):= lim mf[degf~ n L] 1 / n 

n—H-oo 

onde L denota um subespaço linear genérico de P fc de codimensão j. 

Note que Xk(f) é o grau topológico de / e que Ao(/) = 1. Quando / é um endomorfismo ho- 
lomorfo, verificamos que A j(f) = X ±(/) J , assim A*,(/) é o maior grau dinâmico de /. No contrário, 
para uma aplicação de Hénon complexa /, temos que Ai (/) > A 2 (/) = 1 (k = 2). 

Lembraremos da definição dos graus dinâmicos de uma transformação meromorfa / : X —> X 
de uma variedade Káhleriana compacta qualquer mais adiante. 

São os quocientes 

Xj(f))/Xj+i(f) 

que desempenham um papel crucial nos fenômenos de equidistribuição: estes ocorrem quando 

Xj(f))/Xj+i(f) + 1. 

Diremos que f é cohomologicamente hiperbólica quando esta condição é satisfeita para 0 < 
j < k — 1. Resulta das propriedades de concavidade da função j 1 —> logA j(f) que esta condição é 
équivalente à existência de um número inteiro l E [1, k] tal que A i(f) domine estritamente todos os 
outros graus dinâmicos. 

Em dimensão k = 1, f é cohomologicamente hiperbólica se e somente se Ai (/) > Ao (/) = 1, ou 
seja, quando X±(f) = deg(f) > 2. Encontramos a condição do Teorema A . 

Em dimensão k = 2, a condição reduz-se a Ai(/)) 7 ^ A 2 (/). Há, portanto, dois casos a serem consi¬ 
derados : quando Ai(/)) < A 2 (/) ( maior grau topológico , por exemplo, endomorfismos holomorfos 
de P 2 ), ou quando Ai(/)) > A 2 (/) (menor grau topológico, por exemplo, aplicações de Hénon 
complexas) 

O trabalho a ser apresentado nesta Tese baseia-se na seguinte conjectura e vai fornecer respostas 
provavelmente parciais. 

Conjectura: [11] [12] Seja X uma variedade Káhleriana compacta com dimc(X) = k > 1 
e / : X —> X uma transformação meromorfa cohomologicamente hiperbólica, isto é, tal que 
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A i(f) > ma Xj(f) para um número inteiro l G [1 ,k\. Então existe uma medida de probabilidade 
invariante canônica Hf que não carrega hipersuperfícies complexas e satisfaz : 

1 . Hf é a única medida de entropia máxima 

htop{f ) = K}(f) = lo g Mf) 

2. Hf é mixing e hiperbólica. Seus expoentes de Lyapunov verificam 

Xi > ■ • • > Xi > 7 , log(Ai(/)/A*_i(/)) > 0 
e 

0 > log(Aí(/)/A í+1 (/)) > xi+i >- - >Xk- 

3. Hf é uma medida de equilíbrio, suave, ergódica, K-mixing, exponencial-mixing, moderada e 
absolutamente contínua em relação à medida de LEBESGUE e à medida de HAUSDORFF 
sob determinadas hipóteses. 

4. Hf é K-Perfeita. 

5. Existem aproximadamente A i(f) n pontos periódicos selas de tipo (k—l, /). Estes equidistribuem- 
se de acordo com a medida Hf- 

Os resultados . A conjectura é motivada parcialmente pelos trabalhos de Bedford-Lyubich- 
Smillie [52], [53] que a estabeleceram ,em parte, quando f é uma aplicação de Hénon complexa, 
bem como os de Fornaess-Sibony [92], [93], [94] e Briend-Duval [98],[99] que lidaram parcialmente 
com o caso de endomorfismos holomorfos não-lineares de P fc . Vamos esboçar a demonstração destes 
resultados, bem como algumas de suas generalizações. 

Definição Fundamental (Armand [11] [12] ). Seja X uma variedade Kâhleriana complexa 
compacta e conexa com dimc(X) = k > 1 e / : X —> X um endomorfismo meromorfo dominante, 
ou seja, cujo jacobiano não é identicamente nulo e tal que A/(/) > iriaxjv; A j(f) para um número 
inteiro l G [1 ,k]. Suponha, quando necessário, que X é homogênea e/ou / é algebricamente estável 
ou /-estável ou dinamicamente compatível. 

Diremos que / é uma Aplicação Cohomologicamente Expansível quando / G [|, k] ou quando 
l — > oo . 

Teorema B. A conjectura verifica-se quando / : X —> X é uma Aplicação Cohomologicamente 
Expansível numa variedade Kâhleriana compacta e conexa X com dimc(X) = k > 1. 

Teorema C. A conjectura verifica-se quando / : X —> X é uma transformação biracionai 
(A 2 (/) = 1) de uma superfície projetiva ( dimc(X) = 2 ), mediante uma hipótese técnica. 

Note que essa hipótese trata do controle quantitativo da dinâmica próximo a pontos de indeter- 
minação (veja a próxima seção). Vamos simplesmente mencionar aqui que é ela verificada quando 
/ é uma aplicação de Hénon complexa, um automorfismo de entropia positiva ou uma aplicação 
biracional genérica de P 2 . 

Note também que todo endomorfismo polinomial cohomologicamente hiperbólico 

/ : (z,w) G C 2 i-A ( P(z,w),Q(z,w )) G C 2 


com 


max(degP, degQ) < 2 
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satisfaz o Teorema B ou o Teorema C e assim verifica a conjectura . Da mesma forma, todo endomor- 
fismo holomorfo cohomologicamente hiperbólico de uma superfície projetiva verifica a conjectura . 

Pontos de indeterminação. As aplicações que consideramos não são, em geral, bem definidas 
em todo ponto de X. Existe um subconjunto analítico If de codimenso > 2 consistindo de pontos 
em que f não é contínua. Se p € If , sua imagem 

f(p) := n nB(p,e)\I f ) 

e>0 

é um subconjunto analítico de dimensão positiva. Procuramos descrever a dinâmica dos pontos que 
estão fora do conjunto iterado de indeterminação 

If := U f"W- 

ngZ 

Em geral, este conjunto pode conter uma hipersuperfície de X (mesmo que codimclf > 2). E 
por isso que é crucial, na conjectura enunciada acima , que a medida fif não carregue as hipersu- 
perfícies de X. Além disso, os graus dinâmicos sendo invariantes por uma mudança biracional de 
coordenadas 7r, queremos ser capazes de transportar /if por 7r : é necessário que pf não carregue 
uma hipersuperfície que poderia ser contraída por 7r. 

Vamos explicar mais adiante que não podemos nos contentar de estudar os endomorfismos ho- 
lomorfos: eles são objetos raros demais. Portanto, o controle da dinâmica próxima aos pontos de 
indeterminação constitui uma das maiores dificuldades deste estudo. 

Metodologia. A transformação / : X — > X induz ações lineares /*,/* por imagem inversa e 
direta em espaços vetoriais de cohomologia de de Rham H q (X, C). Como X é Káhleriana, podemos 
aproveitar da decomposição de Hodge. A hipótese numérica À;(/) > rtmXj^iXj(f) permite mostrar 
que as ações dominantes são 

/* : H l,l (X,C) —> H l,l (X,C) 
e 

/* : H k ~ l,k ~ l (X, C) —> H k ~ l ’ k ~ l (X, C) 

Isto traduz-se, por exemplo, na fórmula do ponto fixo de Lefschetz que mostra que a taxa 
assintótica de crescimento dos pontos periódicos é controlada por A;(/), ou ainda na majoração da 
entropia topológica , que dá aqui 

htop(f) < logÀ;(/). 

Para provar a conjectura, é natural querer usar o princípio variacional para exibir uma medida 
de entropia máxima. A presença de pontos de indeterminação implica, infelizmente, que nem sempre 
há igualdade no princípio variacional , pelo menos quando f não é cohomologicamente hiperbólica. 
Nossa metodologia consiste em construir uma medida invariante canônica usando a Análise Espec¬ 
tral das ações lineares f* , /* e das propriedades finas da Análise Complexa (notadamente a Teoria 
das Correntes Positivas), depois em estudar as propriedades ergódicas desta medida combinando 
ferramentas clássicas de Sistemas Dinâmicos (Teoria de Pesin) e de Geometria Algébrica Complexa 
(notadamente a Teoria de Hodge). A primeira parte é baseada nas seguintes observações: 

• a hipótese A := A i(f) > A;_i(/) garante fenômenos de equidistribuição : Se wi e w[ forem 
duas formas suaves fechadas cohomológas de bigrau (1,1), então 

A-"(/")>« - w[) —► 0. 

Espera-se que elas equidistribuam-se de acordo com uma corrente positiva fechada invariante 
T ; + de bigrau (1,1), ou seja, 
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A ~ n (f n Twi —► T+; 

• a hipótese À := A;(/) > Az+i(/) traduz-se pela dualidade em A k-i(f*) > dando 

de maneira semelhante fenômenos de equidistribuição por imagem direta das formas suaves 
fechadas Wk-i de bigrau {k — l,k — l). Espera-se também que 

A-"(DVí —► Tj^, 

onde TZ_i denota uma corrente positiva fechada de bigrau {k — l,k — l)\ 


• tentaremos então definir a medida canônica 


T l + A T k-V 

A segunda parte consiste em dar sentido à seguinte citação: as propriedades geométricas de ex- 
tremalidade das correntes invariantes refletem as propriedades ergódicas da medida nj . 

E razoável pensar que esta estratégia vai funcionar en dimensaõ dois notadamente no caso dos 
endomorhsmos polinomiais (cf [22] e [109]). Para a dimensão k > 2, vamos seguir algumas pistas 
exploradas até o presente momento para chegarmos a novos resultados. 

Caso não hiperbólico. Espera-se que as transformações meromorfas não cohomologicamente 
hiperbólicas preservem uma hbração : é o caso das transformações bimeromorfas das superfícies 
tais que Ai(/)) = A 2 (/) = 1 (cf [107]). 

Note que algumas transformações meromorfas não cohomologicamente hiperbólicas interferem 
na análise espectral de operadores diferenciais (Laplace, Schrõdinger) , sendo operadores de renor- 
malização (cf [31]). 

Quais variedades? A conjectura levanta a questão natural de saber quais são as variedades 
X que admitem transformações meromorfas cohomologicamente hiperbólicas. Quando dimc(X ) = 
k = la resposta é bem conhecida: apenas as curvas elípticas e a esfera de Riemann IP 1 admitem 
endomorhsmos holomorfos não invertíveis. Estas são as superfícies de Riemann X cuja dimensão 
de Kodaira kod(X) é negativa ou nula. Mostraremos o 

Teorema D. Se dimc{X) = k = 2 e / : X —* X é tal que Ai(/)) A 2 (/), então kod(X) < 0. 
Mais precisamente, 

• ou kod(X) = 0, 

• ou Xé racional, 

• ou X é uma superfície ajustada acima de uma curva elíptica; neste caso, / preserva a hbração 
racional e A 2 (/)) > Ai (/) . 

Podemos construir vários exemplos de transformações meromorfas / : X —> X tais que 
Ai(/)) > A 2 (/) (resp. A 2 (/)) > Ai(/) ) quando X é racional. A situação é muito mais rígida 
quando kod(X) = 0 (e menos interessante quando X ~ P 1 * E , E curva elíptica). O caso mais im¬ 
portante - e o mais delicado de estudar - é então o de uma superfície X racional: basta-se estudar a 
dinâmica de uma aplicação racional dominante / : P 2 —y P 2 à conjugação biracional . No entanto, 
é interessante considerar também o caso das superfícies de dimensão de Kodaira nula. A situação 
é mais rica em dimensão 1 - especialmente em superfícies K 3 - e algumas transformações que têm 
um grupo finito de simetrias induzem transformações em uma superfície racional (generalizando a 
construção de S. Lattès). 
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Conjecturamos, em dimensão superior, que apenas as variedades de dimensão de Kodaira < 0 
admitem transformações meromorfas cohomologicamente hiperbólicas. 

1.2 Objetivos 

|H| [12] 

Consideremos / : X —> X uma Aplicação Cohomologicamente Expansível de uma variedade 
Káhleriana complexa conexa e compacta com dimc(X) = k > 1. Queremos estudar a dinâmica de 
tal aplicação de um ponto de vista probabilístico, ou seja, vamos tentar descrever o comportamento 
assintótico da órbita Of(x ) = {f n (x),n G N ou Z} de um ponto genérico. Para isso, usando os 
métodos pluripotenciais, vamos construir uma medida de probabilidade canônica invariante natural 
fif de entropia máxima tal que A“” x (/ n )*® —t A 4 / P ara cada medida de probabilidade suave 0 em 

X com Afc := limsup^_x>o{ll(/ n )*ll"} ° número de pré-imagens de um ponto genérico de X por 

/. Depois vamos estudar as principais propriedades estocásticas de fj,f e mostrar, se possível, que 
fif é uma medida de equilíbrio, suave, hiperbólica, ergódica, mixing, K-mixing, exponencial-mixing, 
moderada e a única medida de entropia máxima, absolutamente contínua em relação à medida de 
LEBESGUE e à medida de HAUSDORFF sob determinadas hipóteses. Por outro lado, vamos in¬ 
troduzir o conceito de Medida Perfeita e K-Perfeita e mostrar de fato que /^/ é K-Perfeita. Também 
vamos nos interessar por problemas de equidistribuição e mostrar em particular que ^f reflete uma 
propriedade de equidistribuição dos pontos periódicos. Finalmente vamos estudar os invariantes 
numéricos e mostrar a maximalidade da entropia, a inexistência de expoentes de Lyapunov negati¬ 
vos ou nulos sob determinadas hipóteses e tentar encontrar boas estimativas para a dimensão de /Xf. 


1.3 Contribuições 

|H| [12] 

Considerando / : X —> X uma Aplicação Cohomologicamente Expansível de uma variedade 
Káhleriana complexa conexa e compacta com dimc(X) = k > 1. 

As principais contribuições deste trabalho são as seguintes: 

1. Usando os métodos pluripotenciais, construiremos uma medida de probabilidade canônica 
invariante natural fif de entropia máxima tal que A“2x(/ n )*® —t /r/ para cada medida de 

probabilidade suave © em X com A*. := limsup n _>oo{||(/ n )*ll íí } ° número de pré-imagens 

de um ponto genérico de X por /. 

2. Estudaremos depois as principais propriedades estocásticas de /j,f e mostraremos, se pos¬ 
sível, que fif é uma medida de equilíbrio, suave, hiperbólica, ergódica, mixing, K-mixing, 
exponencial-mixing, moderada e a única medida de entropia máxima, absolutamente contí¬ 
nua em relação à medida de LEBESGUE e à medida de HAUSDORFF sob determinadas 
hipóteses. 

3. Introduziremos o conceito de Medida Perfeita e K-Perfeita e mostraremos de fato que /r/ é 
K-Perfeita. 

4. Também interessaremos-nós por problemas de equidistribuição e mostraremos em particular 
que fif reflete uma propriedade de equidistribuição dos pontos periódicos. 

5. Finalmente estudaremos os invariantes numéricos e mostraremos a maximalidade da entropia, 
a inexistência de expoentes de Lyapunov negativos ou nulos sob determinadas hipóteses e 
tentaremos encontrar boas estimativas para a dimensão de Hf. 
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1.4 Organizaçao do Trabalho 

Agora vamos especificar o conteúdo da Tese. No Capítulo 2, apresentaremos os conceitos fun¬ 
damentais e métodos pluripotenciais. 

Esboçaremos na primeira parte do Capítulo 3 a demonstração do Teorema de Brolin-Lyubich. 
Os elementos de prova que indicaremos são em parte originais e generalizam-se em várias variáveis. 
Introduziremos os graus dinâmicos A j(f) na segunda parte do Capítulo 3 . Estabeleceremos algu¬ 
mas de suas propriedades , suas ligações com a entropia topológica , e em seguida, com o número 
de pontos periódicos . Daremos alguns exemplos de transformações cohomologicamente hiperbólicas. 

Estudaremos na terceira parte o caso das transformações de maior grau topológico. Demonstra¬ 
remos a conjectura nesse caso e daremos alguns exemplos .Estudaremos ainda alguns invariantes 
numéricos (dimensão da medida de entropia máxima, minimalidade dos expoentes de Lyapunov), 
depois estaremos interessados nas generalizações desta situação dinâmica. 

Na quarta parte do Capítulo 3 , tentaremos colocar em prática nossa estratégia para provar a 
conjectura no caso geral de aplicações cohomologicamente expansíveis quando a variedade X é de 
dimensão pelo menos dois. Vários exemplos serão apresentados . 

Finalmente, no Capítulo 4 discutimos algumas conclusões obtidas neste trabalho. 


INTRODUÇÃO 



Capítulo 2 

Conceitos fundamentais e métodos 
pluripotenciais 

2.1 Noção de correntes e teoria pluripotencial 

2.1.1 Espaços projetivos e conjuntos analíticos 

2.1.2 Correntes positivas e funções p.s.h. 

2.2 Intersecção, pull-back e fatiamento 

2.3 Correntes em espaços projetivos 

2.4 Teoria dos super-potenciais 


li 
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Capítulo 3 

Dinâmica de Aplicações 
Cohomologicamente Expansíveis 

3.1 A dimensão 1 revisitada 

3.1.1 A medida invariante canônica 
Construção 

Conjunto de Julia 
Regularidade do potencial 

3.1.2 Equidistribuição de pré-imagens 
Decaimento das correlações 
Estimativas de volume 

3.1.3 Expoente de Lyapunov 

3.1.4 Abordagem de Lyubich 

3.1.5 O caso dos polinómios 

3.2 Invariantes numéricos 

3.2.1 Graus dinâmicos 

3.2.2 Entropias 
Entropia topológica 
Entropia métrica 

3.2.3 Pontos Periódicos 
Fórmula de Lefschetz 
Quais pontos periódicos? 

Curvas de pontos periódicos 

3.2.4 Quais variedades? 
kod(X) = —oo 

kod{ X) = 0 


13 



14 DINÂMICA DE APLICAÇÕES COHOMOLOGIC AMENTE EXPANSÍVEIS 


3.5 


3.3 Aplicações Cohomologicamente Expansíveis: Alto grau topoló- 
gico 

3.3.1 A medida canônica 

3.3.2 Propriedades ergódicas de /if 

3.3.3 Exemplos 
Endomorfismos Holomorfos 
Endomorfismos polinomiais de C k 
O método de Newton 
Variedades não-racionais 

3.3.4 Dimensão e expoentes de Lyapunov 

3.3.5 Teorema do limite central 

3.3.6 Conjunto excepcional 

3.3.7 Espaço de parâmetros 

3.3.8 Generalizações 

3.4 Aplicações Cohomologicamente Expansíveis: Caso geral 

3.5 Dimensões maiores 



Capítulo 4 


Conclusões 

4.1 Considerações Finais 

4.2 Sugestões para Pesquisas Futuras 
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